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Quasistationary States in a Conic Potential Well 

Complex eigenvalues in a conic potential well are calculated in the quasiclassical approximation. 
Decomposition of vibronic states is due to non-adiabatic coupling with states on the lower potential 
surface. This coupling is also responsible for resonances in two-dimensional scattering in the lower 
branch of a double-cone. A classification of quasistationary states is suggested. 

Die komplexen Eigenwerte in einer konischen Potentialmulde wurden in quasiklassischer N~ihe- 
rung berechnet. Der Zerfall der Schwingungszust~nde beruht auf nichtadiabatischer Kopplung mit 
den Zust~inden auf dem unteren Teil der Potentialfl~che. Diese Kopplung ist auch verantwortlich fiir 
Resonanzen bei der zweidimensionalen Streuung auf dem unteren Teil des Doppelkegels. Eine Klassi- 
fikation der quasistationgren Zust~inde wird vorgeschlagen. 

Les valeurs propres complexes dans un puit de potentiel conique sont calcul~es dans l'approxima- 
tion quasi-classique. La d6composition des 6tats vibroniques est dfie/t un couplage non adiabatique 
avec des 6tats de la partie basse de la surface de potentiel. Ce couplage est aussi responsable des r6- 
sonances dans la diffusion ~t deux dimensions sur la branche inf6rieure d'un double c6ne. On propose 
une classification des 6tats quasi-stationaires. 

Prob|emstellung 

W i e  bekann t ,  ist es be i  m e h r a t o m i g e n  Sys temen pr inz ip ie l l  m6glich,  dab  
ad iaba t i s che  E l e k t r o n e n t e r m e  gleicher  Symmet r i e  sich k reuzen  [1].  De r  einfachste 
Fa l l  dieser Ar t  t r i t t  im Sys tem dreier  gleicher  A t o m e  im 2S-Zus tand  auf, die im 
gleichsei t igen Dre ieck  a n g e o r d n e t  sind. In  den  zwei K o o r d i n a t e n  x und  y, welche 
die Aus lenkung  dieses Sys tems  aus  der  symmet r i schen  K o n f i g u r a t i o n  beschre iben,  
s ind die d e m  tiefsten und  d e m  ers ten  angereg ten  D u b l e t t z u s t a n d  en t sp rechenden  
ad i aba t i s chen  E l e k t r o n e n t e r m e  zwei Kreiskegelfl~ichen mi t  gemeinsamer  Spitze. 
In  der  kon i schen  P o t e n t i a l m u l d e  (obere  Energiefl~iche) exis t ieren quasistat ion~ire 
Zust i inde,  die wegen der  d i aba t i s chen  K o p p l u n g  yon  E lek t ronen-  und  K e r n -  
bewegung  ins tabi l  sind. Bekann t l i ch  [2, 3] h~ingen in de r  N~ihe der  Doppe lkege l -  
spitze die ad i aba t i s chen  E l e k t r o n e n f u n k t i o n e n  tpl wesent l ich  v o m  Po la rwinke l  
q~ = arctg(y/x)  bezi igl ich der  Spitze ab,  wobe i  die ~i  durch  

~1 = ~po cos(~0/2) + ~po sin(~o/2) 
(1) 

~z  = - ~po sin (cp/2) + po  cos (~o/2) 

* Russisches Original; deutsche Ubersetzung yon Dr. H. yon Hirschhausen, eingegangen am 
3. September 1968. 
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mit yon x und y unabh~ingigen Basisfunktionen too verkniipft sind. Umlgmft man 
den Fl~ichenschnittpunkt auf einem der beiden Bl~itter, so wechselt die Funktion 
jeweils das Vorzeichen, was auf die Existenz einer Singularitfit im umlaufenen 
Gebiet hinweist. 

Mit den zwei Elektronenfunktionen qh(~, q~) als Basis (4 ist eine Menge von 
Elektronenkoordinaten) schreibt sieh die diabatische Elektronen-Kern-Funktion 

wie folgt: 

= ~Pl (~, (P) rh(r, (P) + ~Pz (~, ~o) q2(r, q)), (2) 

wo x, y durch Polarkoordinaten r, q~ ersetzt sind. Fiir die Funktionen 17i erhglt man, 
wie iiblich, ein System gekoppelter Gleichungen. Mit dem Ansatz qi = ]/~" z~(r) 
�9 exp(imq~) separiert man die Winkelvariable ab und erh~ilt ftir die Zi ein Paar 
gekoppelter eindimensionaler Wellengleichungen. Die Forderung der Eindeutig- 
keit von ~ beim Urnlaufen des Punktes r = 01N3t in (2) nur halbzahlige m zu. Diese 
Drehimpulsquantelung ist der dynamische Ausdruck der Energiefl~ichensingulari- 
t~it im Koordinatenursprung. 

Radiaigleichungen und diabatisehe Kopplung 

Fiir das folgende wird die dimensionslose Energie e und die dimensionslose 
Koordinate 0 eingeffihrt: 

= E ( # / F 2 h 2 )  I/3 , 0 = r ( F # / h 2 )  1/3.  (3) 

Dabei ist/2 die Teilchenmasse und F die auf dem unteren Kegel auf das Teilchen 
einwirkende Kraft. Das System der Radialgleichungen erh~lt die Form: 

m 2 ) ~. im 
1 d2z1 + e -- 0 X1 -2~T Z2, 
2 dQ 2 202 

1 d2z2 4- s - - -  q- 0 Z 2  = - -  - -  Z 1  

2 do 2 202 202 " 

(4) 

Die Energie e wird vonder  Kegelspitze an gerechnet. Die station~iren L6sungen der 
G1. (4) beschreiben ftir e > 0 die Streuung einer Welle am konischen Potential- 
h6cker, mit Resonanziiberg~ingen in die konische Mulde. Sind die Resonanz- 
breiten klein gegen die Niveauabst~inde in der oberen Mulde, so ist die Streuung 
durch die komplexen Energiewerte s der quasistation~iren Zust~inde in der Mulde 
vollstgndig charakterisiert. Im einzelnen wird - in der N~ihe der Resonanz, die 
durch den auf 1 normierten einfallenden und reflektierten Strom auf der unteren 
Energiefl~iche erregt wird - das Arnplitudenquadrat pA(e)l 2 der Funktion X1 
aufder oberen Energiefliiche durch die bekannte Formel [4] : 

IA(~)I 2 = y , , . / [ (e  - ~,,.)2 + y~,./43 (5) 

i 
gegeben, wo die ~,,, - -~- 7s,, Eigenwerte quasistation~irer Zust~inde in tier Kegel- 

mulde sind. Man findet sie bei der L6sung des Systems (4) mit den Grenzbedin- 
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gungen: Extremum der Funktion Z~ bei Null, Verschwinden von Z~ bei 0-+ oo und 
Fehlen der einfallenden Welle in der Funktion g2. Die Energieeigenwerte ~., und 
die breiten Ysm werden im folgenden in der quasiklassischen N~therung errechnet. 

Die Energieeigenwerte 

Die Eigenwerte t?,sm findet man bei der L6sung der Gleichung 

ld2 ( m 2 )  
2 do y ){*'~" + e~m 202 O Zl,s,. = 0 (6) 

mit den fiblichen Grenzbedingungen. Die Quantisierungsvorschrift lautet quasi- 
klassisch: 

X2 

f (  1 ,112 2o 
rc m -= 1 x2 2s,,,x) dx, 2~,,,- (2,?,sm)3/2, (7) 

X l  

wo xl und x 2 die kleinste bzw. gr6Bte Wurzel des Radikanden ist. Um bei kleinem 
0 die Abweichung vom quasiklassischen Zustand zu berticksichtigen, sollte fiir 
kleine m im Integral m 2 dutch m 2 + 1/4 ersetzt werden (s. [1], S. 207). Im weiteren 
werden wir iiberall, wo es die Genauigkeit verlangt, unter m die entsprechend 
abge~inderte Drehimpulsquantenzahl verstehen. Besonders interessant sind die 
untersten Niveaus (Anfangswerte der Folge der Radialquantenzahlen s = 0,1, 2,...) 
fiir gegebenes m. 

Zu ihrer Berechnung approximieren wit das effektive Potential U im Bereich 
des Minimums durch ein Polynom vierten Grades und benutzen das bekannte 
Resultat ffir die Energieeigenwerte des anharmonischen Oszillators (s. [1], S. 165): 

3 z'3 3 2/3 2 5 U(O)= ~ m  / + ~ m -  (Ao) -2m-4/3(Ao)3 + ~m-6/3(Ao) 4, 
(8 a) 

+l/3m -1" s+ (s2+s+V72). 

Die Nftherung (8 b) ist fiir s ~ ]//3 m ausreichend genau. 

(8b) 

Unsch/irfe der Energieeigenwerte 

Die Niveaubreite 7s,, kann unter der Bedingung Ys,,, ~ A e.sm aus der Obergangs- 
wahrscheinlichkeit yon der konischen Mulde in Zust~inde auf dem konischen 
H6cker errechnet werden. In unserem Fall ist die Kleinheit von 7s,, nur durch die 
kleine Teilchengeschwindigkeit bedingt: deshalb sollte bei der Berechnung der 
Wahrscheinlichkeit die adiabatische St6rungstheorie benutzt werden [11. Um den 
Anwendungsbereich der quasiklassischen Methode maximal zu erweitern, ver- 
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fahren wir bei der Berechnung von ?,,, wie folgt. Im ersten Schritt wird ?~,, mit 
exponentieller Genauigkeit nach der Methode von Landau [1] bestimmt 

?~ ~ exp - 2 Im p~(e) d 0 -  ~ P2(0) do , 
Qe 

(9) 

wo Pl,P2 die Teilchenimpulse auf der entsprechenden adiabatischen Energie- 
fl~iche, ~1, 0z, Umkehrpunkte sind und Pc die Impulssingularit~it in der komplexen 
Q-Ebene ist. Im zweiten Schritt wird mit dem Obergang zum klassischen Modell 
die gemeinsame Bahnkurve 0 = 0(t) eingefiJhrt. Durch Vergleich mit dem be- 
kannten klassischen Ausdruck 

7 = B exp - 2 Im~ A U[Q(t)] d (10) 

in dem A U die adiabatische Energieaufspaltung bedeutet, findet man den Fre- 
quenzfaktor. Schliel31ich wird im dritten Schritt als N~iherung fiir ~,, das Produkt 
des klassischen Frequenzfaktors mit dem quasiklassischen, das Auseinander- 
laufen des Wellenpaketes berticksichtigenden Exponentialfaktor gebildet. Somit 
wird vorausgesetzt, dab der Quantencharakter des Systems vor allem im Exponen- 
tialfaktor hervortritt. 

Mit solch einem Ansatz kann 7~,, auch abgesch~itzt werden, wenn die Be- 
dingung ?~,, ~ A e~,, verletzt wird, die Bewegung jedoch quasiklassischen Charakter 
beh~ilt. In diesem Fall mul3 man aus der Formel fiir 7~m die Wahrscheinlichkeit ftir 
das Durchlaufen von Pc eliminieren und sie den Bahnkurvenbereichen zuschreiben, 
wo dieser ~bergang am wahrscheinlichsten ist. In diesem Gebiet teilt sich die 
klassische Bahnkurve in zwei Nste, die auf je einer adiabatischen Energiefl~iche 
weiterlaufen, bis der diabatische Bereich wieder erreicht wird. 

Der Exponent in (9) hat die Form 

ee Pc f[ o2 llJ2 ;[ m2+2 11/2 
f = 2  2g Q 2 - 2 0 J  d o - 2  2~ 7 (11) 

wobei der singul~ire (kritische) Punkt der Kegelspitze entspricht: Pc=0. Man 
transformiert f in einen Ausdruck ohne divergente Integrale 

~, X 2 ; f  xi x 
f = m  d2' [ l - - x 2 - - / ~ X 3 " ]  1/2 - -  2 

0 x l  

35 23 ) m2 1 + ~ -  + - . . .  (12) 

Rechts steht die Entwicklung von f ftir kleine 2 (2 < 2max = ~ ) .  Die klassische 

Naherung entsteht aus (12), wenn man sich auf den ersten Summanden beschr~in- 
ken kann. In diesem Fall f'~illt die Obergangswahrscheinlichkeit, wie es sein muB, 
mit der Landau-Zener-Formel Eli zusammen, in welcher der Frequenzfaktor 
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gleich eins ist. Somit erhalten wir mit der Entwicklung (12) 

7~m = v~,~P~m, (13 a) 

v~,~= ~ 3m -1/3 - - - m - 4 / 3 ( s +  1/2) (13b) 
18 

P~,~= exp - ~m)o~m 1+ ~-2~ ,~+- . .  . (13c) 

Zusammen mit (8 b) lbsen diese Forfneln die Aufgabe, 7sin unter quasiklassischen 
Bedingungen zu berechnen. Sie erlauben speziell den interessantesten Bereich dar- 
zustellen, in dem die Resonanzen nicht mehr iiberlappen, aber noch ziemlich 
breit sind. 

Klassifizierung der Zust~inde in der konischen Mulde 

Die Genauigkeit der quasiklassisch berechneten Niveaubreiten kann durch 
Vergleich der Formeln (13) mit numerisch berechneten StoBzeiten z geprtift 
werden, die in der Arbeit [5] fiir eine Reihe tieferer Zust~inde angegeben sind. Fiir 
die in [5] eingefiihrten ~(e) gilt mit den eingeftihrten Bezeichnungen: ~(e) = �88 IA (e)[2, 
so dab die Resonanzwerte ~sm = Z(esm) mit den reziproken Niveaubreiten 1/7~m 
zusammenfallen. Dieser Vergleich zeigt, dab ffir s = 3 (h6chster s-Wert der 
numerischen Rechnung [5]) die Ngherung (13) ftir m =  13/2 und m =  11/2 auf 
etwa 5 % genau ist. Um 40 % Differenz erh~ilt man bei Verminderung yon m auf 7/2, 
wobei die Formeln (13) zu grol3e z~m-Werte ergeben. Das ist zu erwarten, weil die 
benutzte N~iherung den Zerfall des Systems fern von dem der Kegelspitze n~ichsten 
Umkehrpunkt nicht beriicksichtigt. 

Bei festem Drehimpuls m geben die Formeln (13) den Gang yon 7~,~ mit der 
radialen Quantenzahl richtig wieder. Fiir m = 13/2 (h6chster m-Wert der nume- 
rischen Rechnung [5]) geben die Formeln (13) ~,~ in sehr guter N~iherung ftir alle 
berechneten Zust~inde (s=0,  1,2, 3), wenn man vom Korrekturglied in (13c) 
v611ig absieht. Fiir die tiefsten Zust~inde (s = 0 und 1) verschlechtert die Korrektur 
die Obereinstimmung und ergibt z. B. eine anderthalbmal zu grol3e quasiklassische 
Zeit "c(s=0, m =  13/2). Das liegt darin, dab fiir die tiefsten Zustiinde sich der 
Frequenzfaktor im Ausdruck ftir 7~m natiirlich vom quasiklassischen Ausdruck 
(13 b) unterscheidet. 

Die Formeln (13) erlauben, die Zust~inde der konischen Potentialmulde wie 
folgt zu klassifizieren. Die Phasenfl~iche des Systems in den Koordinaten m, e im 
Gebiet positiver Radialenergien e > ~m 2/a wird von den beiden Kurven e = m 4/a 
und e = 4 + �89 8/9 in vier Bereiche A, B, C und D geteilt, die so zu charakterisieren 
sind: 

A. ~m 2/3, m 4/3 < ~ < 4 + �89 8/9. Quantenzustgnde, breite Niveaus. Die fiir 
7~,~ erhaltenen Ausdrticke sind hier nicht anwendbar. 

B. m 4/3, 4 + �89 8/9 < ~. Quasiklassische Zust~inde, breite Niveaus. Der Einfang 
kann mit Hilfe der auf die Umkehrpunkte bezogenen Llbergangswahrscheinlich- 
keiten (13 c) (ohne Korrektur) beschrieben werden. 

C. 4 + �89 8/9 < e < m 4/3. Quasiklassische Zust~inde, schmale Niveaus. Fiir 7s,~ 
gelten die Formeln (13), wobei in (13 c) das Korrekturglied in runden Klammern 
zu vernachl~issigen ist. 
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D. ~m 2/3 < ~ < 4 q- �89 8/9. Quantenzust~inde, schmale Niveaus. Ffir 7~,. gelten 
die Formeln (13), wobei man in (13 c) die Korrektur entweder mit dem ersten Zu- 
satzglied oder in der Integralform (12) beriicksichtigen muB. In diesem Gebiet 
werden die Energieniveaus es,, durch die Formel (8 b) gegeben. 

Die betrachteten quasistationgren Zust~inde k6nnen bei optischer Anregung 
symmetrischer dreiatomiger Molekfile entstehen, bei Umladung symmetrischer 
dreiatomiger Ionen, aber auch bei Resonanzstreuung eines Atoms an einem Mole- 
kill aus zwei gleichen Atomen. 

Der Verfasser dankt dem Akademiemitglied Ja. B. Seldowitsch ffir Diskussionen. 

Note added in proof: Recently Wrzesinsky JR. Wrzesinsky: Z. Naturforsch. 23a, 446 (1968)] 
has calculated diabatic coupling coefficients for three hydrogen atoms near configuration of equilateral 
triangle. The transformation (1) includes the most importent terms responsible for kinematic electron~ 
nucleus interaction and is similar to the transformations (19) and (21) in the Wrzesinsky paper. 
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